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Аннотация. В настоящей работе рассматриваются процессы распространения связанных тепловых и 
атермических волн инкремента температуры, трансляционных и спинорных перемещений. Особое 
внимание уделено условиям атермичности волновых поверхностей слабых разрывов, распространяющихся 
по полуизотропной термоупругой микрополярной среде. С этой целью используются геометрические и 
кинематические условия Адамара – Томаса. Изучаются слабые разрывы решений связанной системы 
уравнений в частных производных полуизотропной микрополярной термоупругости. Найдены скорости 
распространяющихся волновых поверхностей трансляционных и спинорных перемещений. Получены 
соотношения между амплитудными факторами слабого разрыва температурного поля и векторами 
разрывов трансляционных и спинорных смещений, характеризующих атермические свойства исследуемых 
связанных термоупругих волн.  
 
Summary. The present paper is devoted to the processes of propagation of coupled thermal and athermal waves of 
temperature increment, translational and spinor displacements. Particular attention is paid to the conditions of 
athermality of wave surfaces of weak discontinuities propagating in a semi-isotropic thermoelastic micropolar 
medium. For this aim, the geometric and kinematic Hadamard–Thomas conditions are used. Weak discontinuities 
of solutions of the coupled system of partial differential equations of semi-isotropic micropolar thermoelasticity are 
studied. The velocities of propagating wave surfaces of translational and spinor displacements are found. The 
relationships between the amplitude factors of a weak discontinuity of the temperature field and the vectors of 
discontinuities of translational and spinor displacements characterizing the athermal properties of the coupled 
thermoelastic waves are obtained. 
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Введение. Проблемы распространяющихся поверхностей слабых разрывов физических 

полей являются актуальными и давно привлекают внимание исследователей-механиков [1–5]. 
Однако современные конструкционные био- и метаматериалы обладают сложной 
микроструктурой, а их определяющие параметры проявляют чувствительность к зеркальным 
отражениям и инверсиям трёхмерного пространства [6]. Для моделирования термомеханического 
отклика таких материалов приходится использовать модели микрополярной термоупругости [1;  



 
 
 
7–10]. При исследовании волновых процессов полезной оказывается теория Адамара – Томаса 
[11], которая успешно применялась при исследовании распространения слабых разрывов 
трансляционных и спинорных перемещений по изотропным микрополярным средам [12–15]. 

В настоящей работе особое внимание уделяется процессам распространения атермических 
волн, т. е. волновых поверхностей, при распространении которых не происходит выделения тепла. 

Настоящая статья в основном использует результаты, терминологию и понятия, подробно 
изложенные в предыдущих публикациях [7–10, 12–15]. 

Продольные и поперечные волны, распространяющиеся в полуизотропной микропо-
лярной термоупругой среде. Система уравнений в частных производных, справедливая для 
любой криволинейной системы координат в трёхмерном пространстве, может быть выписана в 
векторной форме следующим образом [7–10]:  
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где u  – вектор трансляционных перемещений;   – вектор спинорных перемещений; G  – модуль 

сдвига;   – коэффициент Пуассона; L  – характерная микродлина; 1c , 2c , 3c , 4c , 5c , 6c  – не 

имеющие физической размерности псевдоскаляры; 
*
  – коэффициент линейного теплового 

расширения; 
*
  – коэффициент теплового искажения;   – оператор ковариантного 

дифференцирования;   – производная по времени. В (1) реализована следующая замена: 
1

0C C  , 1
0
   . 

Система уравнений в частных производных (1), записанная в терминах вектора 
трансляционных перемещений u , вектора спинорных перемещений   и инкремента температуры 
 , служит основой для изучения сильных и слабых разрывов в микрополярной полуизотропной 
среде, а также волновых процессов, характеризующихся распространением зеркальных волновых 
мод трансляционных и спинорных перемещений [16]. 

Исследуем процессы распространения продольных и поперечных волн в полуизотропной 
микрополярной термоупругой среде. Заметим, что высшим порядком частных производных в 
системе уравнений в частных производных (1) является второй. Волновой фронт (волновая 
поверхность)   слабых разрывов трансляционных смещений u , спинорных смещений   и 
приращения температуры   распространяется в трёхмерном пространстве с нормальной 
скоростью V . Тогда геометрические и кинематические условия совместности второго порядка 
типа Адамара – Томаса представляются в виде [11] 
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где квадратные скобки обозначают скачок физического поля при прохождении через поверхность 
слабого разрыва; B , A , S  – амплитуды физических полей, определённых на волновой 
поверхности. Отметим, что следующие условия = 0B , =A 0 , =S 0  не могут быть выполнены 



 
 
 
одновременно ни в одной точке поверхности, если поверхность является поверхностью слабого 
разрыва. Подставляя (2) в систему уравнений в частных производных (1), можно получить 
следующие соотношения, связывающие скачки частных производных второго порядка от 
трансляционных u , спинорных   перемещений и инкремента температуры   при переходе через 
волновую поверхность  :  
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Векторы поляризации слабых разрывов A  и S  можно аддитивно разложить по проекциям 
на касательные   и нормальные n  направления к волновой поверхности  :  
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После подстановки представлений (4) в систему (3) и группировки членов, содержащих 
касательный вектор   и нормальный вектор n , можно получить 
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В силу линейной независимости векторов   и n  первые два уравнения системы (5) будут 
справедливы только в случае равенства нулю соответствующих коэффициентов при указанных 
векторах. Указанное обстоятельство позволяет получить условия распространения поверхностей 
слабых разрывов в полуизотропном твёрдом теле:  
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Давайте рассмотрим особо интересные для прикладных задач случаи. Следует отметить, 
что если при распространении поперечных волн, т. е. когда выполнены условия 0A   и/или 

0S   и одновременно = 0A  и = 0S , то такая волна будет заведомо атермической, что 

немедленно следует из последнего уравнения в системе (6). Возможные скорости распространения 
такой поверхности будут равны 



 
 
 

2 2 2 1 2 2 2 2 2
4 52 = 4 ( ) ,' 'V v v G L c c v v     

    
    I  

где использованы обозначения  

1 1
1 2= (1 ), = ( ) (1 ).v G c v G c   

    I  

В случае распространения по полуизотропному микрополярному термоупругому телу 
продольных волн, т. е. когда выполнены условия 0A   и 0S  , условие атермичности таких 

волн = 0B  следует из последнего уравнения в системе (6) и записывается в виде 
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что накладывает ограничения на соответствующие нормальные проекции векторов поляризации 
спинорных и трансляционных перемещений к волной поверхности. 

Возможные скорости распространения продольных волн будут равны 
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Заключение. В данной работе исследованы процессы распространения связанных слабых 
разрывов инкремента температуры, трансляционных и спинорных перемещений. Особое внимание 
уделено условиям атермичности волн, распространяющихся по полуизотропному микро-
полярному термоупругому континууму. Изучены слабые разрывы решений связанной системы 
уравнений в частных производных полуизотропной микрополярной термоупругости с приме-
нением геометрических и кинематических условий совместности Адамара – Томаса. Найдены 
скорости распространяющихся волновых поверхностей трансляционных и спинорных смещений. 
Получены соотношения между амплитудными факторами слабого разрыва температурного поля и 
векторами разрывов трансляционных и спинорных перемещений, характеризующих атермические 
волны. 
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